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Wiederholung Komplexe Zahlen

Definition
Die komplexen Zahlen C ist die Menge von Zahlen ¢ = a + ib, wobei
a €R, b€ R und i die imaginire Einheit ist (i = —1).

Wenn ¢ = a + b, dann nennt man
> Re =a den Realteil von ¢,
» 3¢ = b den Imaginarteil von c,
» ¢ = a — ib das Konjugiert-Komplexe von c.

> |c| = Va? + b? der Betrag von c.




Komplexe Vektoren

Definition
Sei B € C"™*". Die konjugiert-komplexe Matrix von B ist die Matrix B mit

(B)ij = Bij,
d.h. die Eintrage sind die komplex-konjugierten Eintrage von B.

Satz 74 o )
Seien o, 8 € C. Dann gilt: a8 = ap. (%)

Insbesondere folgt daraus: Sei A € C"™*", B € C"*P, x € C", o € C. Dann

ar  Ar=Ar AB=AB oaA=aA

€r =
Bewsc ol ~ 2 7
"—“’”;hhmfo”“‘{""’ Bewens direl, Uineaiat Bewen fros geolin
Se

doy (Mq(-r‘n() MMLHPL\'KaGm,, Efn@n.s



o = at '1:{ - fp=(at '(b)'(cr'.o()= ac—bd
p=cti +{(bu—aa()
=9 ZZ’,G_ = ac-bd -7 (br,i-@w{)
2z = a— b I
S B el =ac
~7 (bt adl)
2



Beispiel: Komplexe Eigenwerte A
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Komplexe Eigenwerte 1

Satz 75
Sei A € R und X € C ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor
v € C". Dann ist auch \ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v.
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Komplexe Eigenwerte 2

Satz 76
Sei A eine reelle 2 x 2 Matrix mit komplexemEigenwert A\ = a — ib (b #0
und zugehdrigem Eigenvektor v € C2. Dann

A=pPCpP! mit P =[Rv Sv] und C = [Z _ab}
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Rotationsmatrizen

C= [Z _ab] a,b € R nicht beide gleich 0.
r=+va?+ b2

Car [a/r —b/r} :[6 o] [cosqﬁ —sinqb]
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Beispiel: Komplexe Matrizen
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Geometrie



Skalarprodukt
Definition
Seien u,v € R™. Dann ist das Skalarprodukt von u und v definiert durch

U1
u-v=u v:[ul un] Sl =wvr s+ upvy

Un

Alternativ schreibt man manchmal auch < u,v >.
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Eigenschaften des Skalarprodukts

Satz 77
Firu,v,w € R" und c € R gilt:
ju-v=v-u

(u+v) - w=u-w+v-w

i)
i) (cu)-v=c(u-v)=u-(cv)
)

iv) u-u>0, und u-u=0 genau dann wenn u = 0.
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Norm ( “L“M&"h)

Definition
Sei v € R™. Dann ist die Norm von v:

Vi=vwv=\foi 2 5o

Ist ||[v|]| = 1 nennt man v einen Einheitsvektor.

Satz 78
Fiirc € R und v € R gilt |[ev] = |¢| |[v]].  (nach DefiviElon)
Also ist jeder Vektor ﬁ ein Einheitsvektor (Normalisierung).
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Beispiel Projektion/Kosinussatz
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Distanz

Definition
Fiir u,v € R" ist die Distanz zwischen u und v

dist(u,v) = ||lu — v||.



Beispiel Distanz
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Motivation Orthogonalitat
/Wy.w‘ ‘”u—xrlfs ”\4_\,\r”
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Orthogonalitat
Definition
Zwei Vektoren u,v € R™ heissen orthogonal zueinander wenn
u-v=0.
Satz 79
Zwei Vektoren u,v € R"™ sind orthogonal zueinander genau dann wenn gilt
2 2 2
a4+ v|[* = [lul|”+ vl
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Orthogonales Komplement

Definition
Sei V' C R™ ein Unterraum. Die Menge aller Vektoren u € R" die
orthogonal auf allen Vektoren in V' stehen, heisst Orthogonales

Komplement (oder Orthogonalraum) von V.

Vi={ueR" : firalleveV gltu-v=0}




Eigenschaften Orthogonales Komplement

Satz 80
1. Sei V = span{vy,...,vy}. Dann ist u € V* genau dann wenn u
orthogonal zu allen vy, ..., vy ist.

2. VL ist ein Unterraum. (&bwﬂs)
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