
Lineare Algebra

Heute (20.11.2014):

I Textbuch Kapitel 5.4, 5.5

I Wiederholung komplexe Zahlen

I Komplexe Eigenwerte

I Textbuch Kapitel 6.1, 6.2

I Skalarprodukt, Norm, Kosinussatz

I Orthogonalität, Orthonormale Basen, Projektion



Wiederholung Komplexe Zahlen

De�nition
Die komplexen Zahlen C ist die Menge von Zahlen c = a+ ib, wobei
a ∈ R, b ∈ R und i die imaginäre Einheit ist (i2 = −1).

Wenn c = a+ ib, dann nennt man

I <c = a den Realteil von c,

I =c = b den Imaginärteil von c,

I c̄ = a− ib das Konjugiert-Komplexe von c.

I |c| =
√
a2 + b2 der Betrag von c.



Komplexe Vektoren

De�nition
Sei B ∈ Cm×n. Die konjugiert-komplexe Matrix von B ist die Matrix B̄ mit

(B)ij = Bij ,

d.h. die Einträge sind die komplex-konjugierten Einträge von B.

Satz 74
Seien α, β ∈ C. Dann gilt: αβ = ᾱβ̄.

Insbesondere folgt daraus: Sei A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×p, x ∈ Cn, α ∈ C. Dann

αx = ᾱx̄ Ax = Āx̄ AB = ĀB̄ αA = ᾱĀ





Beispiel: Komplexe Eigenwerte

A =

[
0 −1
1 0

]

Charakteristisches Polynom:

Eigenwerte:

Eigenvektoren:



Komplexe Eigenwerte 1

Satz 75
Sei A ∈ Rn×n und λ ∈ C ein Eigenwert mit zugehörigem Eigenvektor

v ∈ Cn. Dann ist auch λ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v.



Komplexe Eigenwerte 2

Satz 76
Sei A eine reelle 2× 2 Matrix mit komplexen Eigenwert λ = a− ib (b 6= 0)
und zugehörigen Eigenvektor v ∈ C2. Dann

A = PCP−1 mit P = [<v =v] und C =

[
a −b
b a

]





Rotationsmatrizen

C =

[
a −b
b a

]
a, b ∈ R nicht beide gleich 0.

r =
√
a2 + b2.

C = r

[
a/r −b/r
b/r a/r

]
=

[
r 0
0 r

] [
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]



Beispiel: Komplexe Matrizen

A =

[
1/2 −3/5
3/4 11/10

]
.

x =

(
2
0

)
Eigenwerte: λ1 = 4

5 + 3
5 i, λ2 =

Eigenvektoren: v1 =

[
−2− 4i

5

]
, v2 =

Alternative Darstellung mit P = [<v1 =v1]

A =



Geometrie



Skalarprodukt

De�nition
Seien u,v ∈ Rn. Dann ist das Skalarprodukt von u und v de�niert durch

u · v = uTv =
[
u1 . . . un

] v1...
vn

 = u1v1 + · · ·+ unvn

Alternativ schreibt man manchmal auch < u,v >.



Eigenschaften des Skalarprodukts

Satz 77
Für u,v,w ∈ Rn und c ∈ R gilt:

i) u · v = v · u
ii) (u + v) ·w = u ·w + v ·w
iii) (cu) · v = c(u · v) = u · (cv)

iv) u · u ≥ 0, und u · u = 0 genau dann wenn u = 0.



Norm

De�nition
Sei v ∈ Rn. Dann ist die Norm von v:

‖v‖ =
√
v · v =

√
v21 + · · ·+ v2n

Ist ‖v‖ = 1 nennt man v einen Einheitsvektor.

Satz 78
Für c ∈ R und v ∈ Rn gilt ‖cv‖ = |c| ‖v‖.
Also ist jeder Vektor v

‖v‖ ein Einheitsvektor (Normalisierung).



Beispiel Projektion/Kosinussatz



Distanz

De�nition
Für u,v ∈ Rn ist die Distanz zwischen u und v

dist(u,v) = ‖u− v‖.



Beispiel Distanz



Motivation Orthogonalität



Orthogonalität

De�nition
Zwei Vektoren u,v ∈ Rn heissen orthogonal zueinander wenn

u · v = 0.

Satz 79
Zwei Vektoren u,v ∈ Rn sind orthogonal zueinander genau dann wenn gilt

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2



Orthogonales Komplement

De�nition
Sei V ⊆ Rn ein Unterraum. Die Menge aller Vektoren u ∈ Rn die

orthogonal auf allen Vektoren in V stehen, heisst Orthogonales

Komplement (oder Orthogonalraum) von V .

V ⊥ = {u ∈ Rn : für alle v ∈ V gilt u · v = 0}



Eigenschaften Orthogonales Komplement

Satz 80

1. Sei V = span{v1, . . . , vk}. Dann ist u ∈ V ⊥ genau dann wenn u
orthogonal zu allen v1, . . . , vk ist.

2. V ⊥ ist ein Unterraum.


