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Série 13

Exercice 1.
i) Montrer que Z/6Z ~ 7./27 x Z]3Z.
i1) Montrer que Z/4Z # 7./27. x 7] 2.

i1i) Soient m,n € Nyg tel que m | n. Montrer qu’il existe un surjective homomor-

phisme des groupes
Z/nZ — Z/mZ.

Exercice 2. Si H est un sous-groupe normale de G, H < G, et |H| = 2, montrer que
H C Z(G), ou
Z(G)={2€G|zg=y9zVgeG}.

Exercice 3. Soient A € Z™*™ et A’ € Z™*" deux matrices de rang ligne plein.
Montrer que si A = A(A) C A(A") = A, alors det(A’) | det(A).

Exercice 4. Soient C* =C\ {0}, Ry ={re C|R(r) >0,3(r) =0} et S={ce C|
lef = 1}.

i) Montrer que (R,,-) est un sous-groupe de (C*,-).
i1) Montrer que (S, ) est un sous-groupe de (C*,-).

i1) Montrer que C*/R; ~ S.

Exercice 5. Soit A(B) C Z™ un réseau entier pour une matrice inversible B € Z"*",
d = | det(B)], et {-,-) le produit scalaire standard. Soit D = d(B~1)T.

i) Soient z € A(B), y € A(D). Montrer que (x,y) € dZ.

i1) Soit z € R™, et (z,2) € dZ pour tout x € A(B). Montrer que z € A(D).



Exercice 6. Soit A(B) C Z" un réseau entier pour une matrice inversible B € Z™*" et
(+,-) le produit scalaire standard de R™. Soit a € R™ un vecteur tel que (a,z) € Z pour
tout © € A(B). Soit

N :={zreA|(azx)=0}.

Montrer que A’ est un sous-groupe de A(B).

Exercice 7. Soit G un groupe abelien généré a gy, g2, g3, tel que

—2591 + 792 + 1193 = 0,
1891 — 492 — 893 = 0,
—1091 + 292 + 493 =0.

Utilizer la forme normale de Smith pour trouver générateurs hq, ..., h,, tel que G est le
groupe avec conditionnes k;h; = 0.

Indication:
-5 4 =2 1 0 0 -3 2 =2
3 -1 1 020 -2 2 -1
3 -2 1 0 0 6 2 -1 1

Exercice 8. Soit A € Z™*" et d € Z un nombre entier qui divise chaque composante
de A. SiU € Z™*™ et V € Z™*" sont des matrices unimodulaires, alors d divise chaque
composante de U - A - V.



