CHAPITRE 6
Réponse harmonique

Solutions des problemes de la section 6.4

6.4.1 Soit p; = piy1, ¢ € {1,2,....n — 1}, un pdle double de G(z). Alors
la décomposition en éléments simples (6.1) (vol. 1) comprend les éléments
simples :
Ciz2 Ci+1%
z—pi  (z2—p)?

Si ce pole double est nul, il faut remplacer, dans (6.1) (vol. 1), ¢y par :

Dans le domaine temporel, ces expressions produisent les signaux :

cipf + civrkpl ! E>0
YoARR) + AR — h) +19A(kh—2h) k>0

Par conséquent, les conclusions du paragraphe 6.2.1 demeurent valides, sauf
quand |p;| = 1.

6.4.2 Avec h = 0,025 s, nous avons :

1+0,0125
H'(w)=H 1+ 0012w
1 —0,0125w
B 0,0975
= 1+0,0125w
1-0,0125w 0,95
80 —w
=0,0————
Taw + 2,05
Do :
80 —jv
H'(jv) = 0,05 ———
(iw) =0, v+ 2,05

On en déduit les valeurs asymptotiques :

H'(0) = 1,95
lim H'(jv) = —0,05

V—00



2 Solutions des problemes de la section 6.4

Le diagramme de Nyquist apparait dans la figure 6.1.
Fig. 6.1 Diagramme de Nyquist pour un entrainement électrique en vitesse.

Afin de tracer de facon asymptotique les diagrammes de Bode, ” déroulons”
la pulsation v de 0 a l'infini. Pour v <« 2,05 :

H'(jv) = 0,05% =1,95 |H'(jv)| = 1,95 ArgH'(jv) = 0°

Et, quand 2,05 < v <« 80 :

80 4 4
H'(p) =005 =—  |H(v)|=—  ArgH'(jv) = -90°
woo v

Finalement, lorsque v > 80 :
H(v)=005-2 = 0,05  |H(v)| =005  ArgH (jv) = —180°
jv
Les diagrammes de Bode sont représentés dans la figure 6.2, y compris leurs
approximations par segments de droite.

Fig. 6.2 Diagrammes de Bode pour un entralnement électrique en vitesse.

6.4.3 On a, avec h = 0,025 s :

14 0,0125
H/(w):H< +5 w)

1—0,0125w

1+ 0,0125w
- 0012w & 1’21)

<1 1 0,0125w 1) (1 +0,01250 0’95>

1073 <1,23

1-0,0125w 1—0,0125w
(w+9760)(80 — w)
w(w + 2,05)

=0,51-107°

Et :
(jv +9760)(80 — jv)
jv(jv +2,05)

H'(jv) =0,51-107°

Nous en déduisons les valeurs asymptotiques :
. 1/ _ o
,11_% ArgH'(jv) = —90
lim H'(jv) = —0,51-107°

V—r00

Cette fonction de transfert harmonique est tracée dans la figure 6.3.

Fig. 6.3 Diagramme de Nyquist pour un entrainement électrique en position.
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6.4.4 La fonction de transfert échantillonnée du processus s’écrit (probleme
5.5.4) :

h?  z+1
H —
(&) =5 o1z
Donc :
h
R ! 2
h2 - Zw h 7 w
(w) =~ - 2 ;=72
2 h 2 w?
1+ -w
2_
h
1- =
5 W
H'(w) est une fonction rationnelle dont le degré du dénominateur est stric-
tement plus grand que celui du numérateur. Ceci est dii au zéro z = —1 du
numérateur.

Pour v < 2/h :

2
) h p 0 . v .
! ! !/ o
H (jv) =75 e~ 2 |H'(jv)| = 2 ArgH'(jv) = —180
Et, quand v > 2/h :
7h 7h
. h —jv 2 . 9 .
H' =v= =-—-—= H’ == H' = —-270°
(jv) =735 L 5 [H ()| = — argH' (jv) 70

Le diagramme de Nyquist est tracé dans la figure 6.4 et les diagrammes de
Bode asymptotiques dans la figure 6.5.

Fig. 6.4 Diagramme de Nyquist pour un entrainement électrique en position par
moteur brushless.

Fig. 6.5 Diagrammes de Bode pour un entrainement électrique en position par
moteur brushless.

6.4.5 Dans 'exemple 1.42; la fréquence d’échantillonnage vaut f. = 10
Hz. Avec une entrée sinusoidale de fréquence f./2 = 5 Hz et une phase
nulle, & savoir lentrée sin(275t), les développements du paragraphe 6.3.2
révelent que la sortie du processus représenté dans la figure 1.86 (vol. 1) est
nulle. Avec l'entrée sin(279,9t) de fréquence f = 9,9 Hz, il ressort de ces
développements que la sortie est, en ne considérant que le premier harmo-
nique, une sinusoide de fréquence f. — f =10 — 9,9 = 0,1 Hz.
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6.4.6 Nous pouvons écrire :

1
Gis) 7 1 1
= T -
5 s(s+=) % s4-
T T
Alors :
—1
H(z):z ( z z >
z z—=1 5, _ o7
—1
—1- S
Z—e T
1—e 7
- R
z—e T
Par conséquent :
1 _h
_e T
H,(w)_ A
1+§w h
hno 7
1=
5 W
2
Cl—er n v
- h
14+e 2 1—e~
w+ - - -
h14e =
Et :
2
N .
) 1—e"7 5, I
HI(JV):1+ - ;L l1—e 7
e T —e T
s
h14e s

On en déduit les valeurs asymptotiques :

H'(0)=1

1 _h
im H' ()= —— 2 " e 1-
VILIEOH(JV)— 1+e_%€] 1,0

Le diagramme de Nyquist est tracé dans la figure 6.6.

Fig. 6.6 Diagramme de Nyquist.
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Les diagrammes de Bode asymptotiques se déterminent en <« déroulant >
la pulsation v de 0 & l’infini :

h
2 1—e~
v o 20T H(jv)=1 |H'(jv)|=1 ArgH'(jv)=0°
h14e 7
2
2 1—e~ l—em p
- << H'(jp) = —— L
h 14+e 7 h 14+e ~ JV
1—e 7 X
— e T
H' ()| = —— - L ArgH'(jv) = —90°
14+e™ 7 ¥V
2 ” 1-c~
V> - H(jy)=-———7
h 14+e r
h
/. l—e™7 /s o
|H (jv)| = —— ArgH'(jv) = —180
14+e 7

Il en résulte les diagrammes de Bode asymptotiques de la figure 6.7.

Fig. 6.7 Diagrammes de Bode.

6.4.7 Pour w/2m = 2 Hz, la sortie observée présente cette méme fréquence
(fig. 6.8). Des battements surviennent quand w/2m = 19 Hz; la fréquence de
P’enveloppe vaut 20 — 19 = 1 Hz. Aucune transmission n’a lieu & la fréquence
de Nyquist w/27 = 20 Hz. Finalement, lorsque w/27m = 39 Hz, un signal de
fréquence 40 — 39 = 1 Hz apparait.

Fig. 6.8 Réponse harmonique en boucle ouverte de I’entrainement dans les cas
w/2m =2, 19, 20, 39 Hz.

6.4.8 La fonction de transfert du dispositif est la transformée en z de sa
réponse impulsionnelle :
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Donc :

Et :

G (v) =

Le diagramme de Nyquist, tracé dans la figure 6.9, s’obtient aisément en
notant que :

1 1
G(jv)==—j—
(v) =5~

Fig. 6.9 Diagramme de Nyquist.

Pour v <« 2/h :

2
L )| = ) — —00°
G(v) =3 v i GGVl =+ ArgG'(jv) = —90
Et, quand v > 2/h :
s 1 s 1 e o
Gv) =5 GGv)l =5 ArgG'(jv) =0

Il en découle les diagrammes de Bode asymptotiques de la figure 6.10

Fig. 6.10 Diagrammes de Bode.

Ce dispositif peut étre considéré comme un intégrateur numérique.

6.4.9 Lorsque l'entrée u(kh) est 'impulsion unité A(kh) la sortie du systéme
est égale a sa réponse impulsionnelle; ici :

A(kh) — A(kh — h)

g(kh) = -
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D’ou la fonction de transfert :

G(e) = 3 (Z{A®RR)} ~ Z{AE - 1))

= (-2
z—1

hz

Par conséquent :

1+ Ew
21
h
1——-w
2
G/(w) = 2 h = n = D)
1+ -w w+ -
h 2 h
h
1-— 510
Et :
9 .
() =+ -~
h 1/—&—2
W
Pour v < 2/h :
G =jv G =v  ArgG(y) = 90°
Et, lorsque v > 2/h :
!/ 2 ! 2 ! o
Ci)=2  @@l=2  Anl(r) =0

Le diagramme de Nyquist apparait dans la figure 6.11 et les diagrammes de
Bode asymptotiques dans la figure 6.12.

Fig. 6.11 Diagramme de Nyquist.

Fig. 6.12 Diagrammes de Bode.
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6.4.10 Nous avons :

h
142 142
h. +2w +2w_1
T, h h
1——w T, 1——w
K'(2) = Kp [ 14— 2 L+ 50 "
1+ —-w 1+ —w
2" 2
h
1-2 1- 2
2 2
1+ —w
1
=K, [ 147 —2 1+ Ty—
t w 1+§'LU

En posant w = jv et en négligeant j%u vis-a-vis de 1 :

. 1 .
K'(jv) = K, (1 + T-ju> (14 Tyjv)

<‘+1)< +1)
jv jv

T, T,

= K, T, U d

jv
Lorsque v < 1/T; :
K'(jv) = Kpiji |K'(jv)| = pr; ArgK'(jv) = —90°
Quand 1/T; < v < 1/Ty :
K=K,  |KG) =K,  AgK'(v)=0°
Et,siv>1/Ty:
K'(jv) = KpTajv |K'(jv)| = KpTyv ArgK'(jv) = 90°

On en déduit les diagrammes de Bode de la figure 6.13.

Fig. 6.13 Diagrammes de Bode du régulateur PID.

6.4.11 Avech=1s,0na:
1+ 0,5w
H' =H | —F—
(w) <1—05w>
3
1
+ 05w 1 1405w 05
1—0,5w 1—0,5w

(2 —w)?

(3
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Et :
(2= jv)?

(i 2
vijv+ =
V] 3

Quand v < 2/3:

H'(jv) =

4 6
w == =8 Angr() = o0
vy Y
3
Pour 2/3 < v <« 2
4 4 4
] /. !/ !/ o
H'(jv) = R~ i [H ()l = -5 ArgH'(jv) = —180
Et,siv>2:
H'(jv) =1 |H'(jv)| =1 argH'(jv) = —360°

Les diagrammes de Bode asymptotiques sont tracés dans la figure 6.14. En
ce qui concerne K,H'(jv) avec K, = 0,056, le graphique d’atténuation, en
traitillé dans la figure 6.14, se déduit de celui de H'(jv) par une translation
verticale de 201og 0,056 = —25 dB : le graphique de phase n’est pas modifié

puisque ArgK,=0.

Fig. 6.14 Diagrammes de Bode.

6.4.12 Nous pouvons écrire :

1405
H'(w) :H<+,w

1—0,5w
0,015

T 1405w
1—0,5w

=0,0076 2~

w

— 0,985

w + 0,015

Et :
(e 2—
H'(jv) = 0,0076-

jv

jv + 0,015

D’ou les valeurs asymptotiques :

H'(0) =1

lim H'(jv) = —0,0076

v—0o0

Le diagramme de Nyquist est tracé dans la figure 6.15.

Fig. 6.15 Diagramme de Nyquist.
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6.4.13 On détermine tout d’abord :

1 h
hy i 2w

H'(w)
h
1+ -w w
2 _q
h
1— —w
2
D’ou :
h
s
H’('y)’y< QJV)_h_-W
JV) = iv = 72 JV

Il en découle le diagramme de Nyquist en traitillé dans la figure 6.16.
Fig. 6.16 Diagrammes de Nyquist.

En ce qui concerne le régulateur :

h
Kl(w) L Ky L
1+ — 14+ —
+ 2w + 2w
1 _h
2
Alors :
h
1——jv
K'(jv) = Kpy—3
Et :
|K'(jv)] = Kp

ArgK'(jv) = —2Arctg <ZV>

Pour obtenir le diagramme de Nyquist de K'(jv)H'(jv), il suffit donc de
multiplier le module de chaque point du diagramme de Nyquist de H'(jv)
par K, et d’augmenter son argument de —2Arctg (%1/) En particulier :
h
. 1/ 1/ o . 1/ - w
Jim K () (jv)| = Kp lim [H(jv)] = Kpyg
. 1/ s
Jim_(arg(K'(jv)H'(jv)))

= lim ArgK'(jv) + lim ArgH'(jv)
V—r00 V—00

= lim (—2Arctg <hy)> -7
V—00 2

=27
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Le diagramme de Nyquist de K'(jv)H'(jv) apparait en trait plein dans la
figure 6.16.

6.4.14 Nous avons :

h
n + 0,5 2 2
1— “w w + 35 W
Gw)=—2—— =05 2
h 2
14— z
+ W (w—i— h)
1-— Ew
2
Et :
2 2
<j1/ + 3) ( —jl/>
.o h h
G'(jv) =0,5 o 2
(JV+ h>
Siv<2/h:
2 2
32 .2
G(jv) =051 =15 G'(v)| =15  ArgG'(jv) = 0°

argG' (jv) = —270°

Q
o
S
Il
=
(@)
=
|
|
=l
Q
o
S
=
Il
AR

Et, lorsque v > 3-2/h :

G (jv) = 0,53”(2;;2”) =05 G'(v)| =05  ArgG'(jv) = —180°

Les diagrammes de Bode asymptotiques apparaissent dans la figure 6.17 et
le diagramme de Nyquist dans la figure 6.18.

Fig. 6.17 Diagrammes de Bode

Fig. 6.18 Diagramme de Nyquist.
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Fig. 6.1 Diagramme de Nyquist pour un entrainement électrique en vitesse.
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Fig. 6.2 Diagrammes de Bode pour un entralnement électrique en vitesse.
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Im
T T Re
—1 1

—1 -
H'(y0)
Im
—0,06 —0,04
T T L : T —» Re
-0,1 —0,08 —0,02
—0,02

H'(J'u)

—0,04

Fig. 6.3 Diagramme de Nyquist pour un entrainement électrique en position.

H’(b'n)
-/] I

R ] R T
‘[ e EREES I A RN ‘

Fig. 6.4 Diagramme de Nyquist pour un entrainement électrique en position par
moteur brushless.
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Fig. 6.5 Diagrammes de Bode pour un entrainement électrique en position par
moteur brushless.

Fig. 6.6 Diagramme de Nyquist.
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T

6.7 Diagrammes de Bode.

15
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Fig. 6.8 Réponse harmonique en boucle ouverte de I’entrainement dans les cas

w/2m =2, 19, 20, 39 Hz.
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Fig. 6.9 Diagramme de Nyquist.

%

Fig. 6.10 Diagrammes de Bode.

Fig. 6.11 Diagramme de Nyquist.

17
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Fig. 6.12 Diagrammes de Bode.

|K'(jv)| [dB]
[

—20 dB/décade 20 dB/décade

wé

1o > ~
Kp ! T —F— v
1 1 2
T; Ty h
ArgK'(jv)[°]
90 — ——
//, i
5 A 0 L
: d /L
Pl — T - v
v 1 2
! — z
/ Ty h
//
~90

Fig. 6.13 Diagrammes de Bode du régulateur PID.
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Fig. 6.14 Diagrammes de Bode.
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Fig. 6.15 Diagramme de Nyquist.

K/ H (o)

Fig. 6.16 Diagrammes de Nyquist.
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Fig. 6.17 Diagrammes de Bode

Fig. 6.18 Diagramme de Nyquist.

21



