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Programme des semaines 1 a 4

Semaines

. Chapitres Titres
N Jour
Mardi 7.10 et suivants Propriétés mecaniques des mateériaux
1 14.1 - 14.3 Traction plastique
Jeudi 15,4 Flexion plastique plane
15.5-15.9 Flexion plastique plane
Mardi 8.1-8.7 Torsion uniforme
2 Jeudi 8.8-8.10 Torsion uniforme
9.1-9.3 Contraintes dues a l'effort tranchant
Mardi 9.4-9.8 Contraintes dues a l'effort tranchant
3 Jeudi 9.9-9.12 Contraintes dues a l'effort tranchant
MS (V3) 7.1 - 7.10 Formes intégrales d'équilibre et cinématique - Travaux virtuels
Mardi 13.1-13.6 Energie (forces et déformations associées)
10.1-10.2 Déformation des poutres soumises a la flexion simple
4
Jeudi 10.3 Déformation des poutres soumises a la flexion simple
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Dr E. Davalle

P

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Laboratoire de simulation en mécanique
des solides - LSMS




Mecanique des structures |

8. Torsion uniforme
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TORSION pure en mécanique des structures

X . : . L. )
Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION pure en mécanique des structures
On recherche:

Seul et constant a) STATIQUE

= Diagramme des contraintes
tangentielles

= soit: 7y,7,,,7 (Max?)

b) CINEMATIQUE
= |’angle de torsion par unité de
longueur do
it . _ X .
" Ssoit: y=>y= q (Khi)
X

c) LOICONSTITUTIVE

= Une relation de type Hooke
G : module de glissement (N/cm?) -

it:
J : constante de torsion (cm?) =0 T =GJ X

Paralléle avec la flexion M, = Ely,

Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique STl T\
Dr E. Davalle des solides-LsSmMs ool
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TORSION pure en mécanique des structures

Analogies ! _ _ _ .
Traction-compression Flexion Torsion
1
Loi constitutive (Hooke) N = EA¢ M = El F T=GJ y4
o d _1_do do,
Cinématique E = ? /4 " d)( ¥ = I
M
Déplacements du = ﬁ dx d@ =—adx dHX = de
EA El GJ
Contraintes-déformations G, § G, § ’Z', 7/
Constantes EA El GJ
Structure comparable N y g, u M y W, 8 T y Z, QX

Cours du 3¢me semestre bachelor

Dr E. Davalle
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TORSION pure en mécanique des structures

Poutre a section lentement variable
et/ou T(x) est variable :

Cours du 3¢me semestre bachelor
Dr E. Davalle

Poutre prismatique de longueur L :

Laboratoire de simulation en mécanique
des solides - LSMS
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TORSION (poutre a section circulaire "arbres")

Hypothese cinématique: symeétrie de revolution et conservation des
sections planes (loi de Bernoulli)

Les sections planes tournent rigidement
?:B,ga;

_L

0, =yL
x — X Gl

dr dgx

B
Fig. 8.1 Torsion d’un arbre cylindrique (1 : section origine). Fig82 Cinématique entotsion (section circulaice).
Génératrice (') — hélice () , longueur de I'axe
inchangée comme en flexion car :

Le rectangle abcd devient un parallélogramme abc’d’
Seuls les angles droits varient — glissement seul

: ) do — cisaillement pur !
a—>petit > cosa=1-a/2+.21l=ds=dx=¢=0 rdo, =y dx=y=r r ~=ry
X
Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique P
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TORSION (poutre a section circulaire "arbres")

Hypothese loi constitutive: |le matériau obéit a laloi de Hooke

T=Gy=1t=0Gyr

T endistribution linéaire selon le rayon

Fig. 8.3 Contraintes tangentielles 7 d’une section
circulaire (1 : 7 agissant sur la section droite ;
2 : T agissant longitudinalement

C| S ai I I ement p ur entre les fibres, par réciprocité).

X . : . L. )
Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION (poutre a section circulaire "arbres")

Equations statiques : le principe d’équivalence (efforts intérieurs - contraintes)

T=[rrdA=T=[rGyrdA=Gy| r’dA=Gy|
A A A P

avec pour une section circulaire: | ) =z R*/2

seul cas'!

X=—— et|7=—r|avec 7, pourr=R

X . : . L. )
10 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION (poutre a section circulaire "arbres")

Généralisation : Couronne ou section circulaire creuse

T, 4 4
| =—(a" —Db
) 2( )

On retrouve les résultats selon St-Venant ;

= sections planes

Fig. 8.4 Section circulaire creuse. " contraintes 7 linéaires |
= constante de torsion J = | inertie polaire

En effet, on se souvient que :

T=Gly

X . : . L. )
11 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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Essai de résistance a la TORSION

Conditions : Eprouvette cylindrique et calcul de "G ™ G = l
module de glissement ou dit de Coulomb 0, Ip
ou & est I'angle de torsion total

1. Matériaux ductiles (méetaux)

E

T (G=——— = calculde v)
2(1+v)
N
To |-~
G
Selon le critere de plastification
de von Mises, on a: .
TS Tadm = Oadm /\/§

Tezae/\@

374 <oy4y,(=0, OUDIEN 0y, ...
(criteres rhéologiques, § 7.10, page 123) \/7 d d'm( € 0,2 )

X : : : L )
12 Cours du 3*™m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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Essai de résistance a la TORSION

Conditions : Eprouvette cylindrique et calcul de "G " G =
module de glissement ou dit de Coulomb 0

rL
I

| 2. Matériaux raides (roches, béton, ...)

@T Selon le critere de type courbe
intrinseque (géotechnique), on a :
.
1y < .
U= Tham = Ty / 4
02 /0'1
& Ty ST,
A 7/ est le coefficient de sécurité
|
Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique P
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Essai de résistance a la TORSION

Conditions : Eprouvette cylindrique et calcul de "G ™ G=——
module de glissement ou dit de Coulomb 0

3. Matériaux fibreux (bois)

7 sur la section et
7 longitudinaux entre les fibres

X . : . L. )
14 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : types de section droite Y Difference

essentielle pour le

fonctionnement
torsionnel
Sections massives Sections a parois minces /_
fermées ouvertes

.

== | SRR R ER
[ty cacpetl | i
| épaisseur |j pli
QU } —

ligne moyenne

S— - - -/
T~ N
Torsion uniforme domine Torsion non uniforme domine
(méme si gauchissement empéché) (si gauchissement empéché)

Torsion uniforme = gauchissement libre et équilibre par seules 7,, OU 7,,

X . . . , . )
15 Cours du 3°™me semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (P
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TORSION : sections massives

Sans solution analytigue mais via lI'analogie
hydrodynamique : St-Venant a noté que
pour une poutre a section elliptique :

3 1.3
T:JGzzﬂab

a’ +b?

Gy

) ra’h®  A* A

A0 2 =
a’+b® Ar % 40%

[ @
m% |

(vol. 3, sect. 6.6)

2 2
. a“+b
A=rab estlaire et Ip:( )
Al4
Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique -(Pﬂ-
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TORSION : sections massives _ %

Pour une section rectangulaire (b>c) :

b T
™ = Tmax =TA =
i abc’
I
T
B 23 C TB A
Bbc?
Y
J=ybc’

(a, B et y dans table
via des développements en série )

X . . . , . )
17 Cours du 3°™me semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : ¢l ﬂ-Q
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TORSION : sections massives _ %

Pour une section rectangulaire (b >¢)
Analogie d’'un écoulement hydrodynamique (Kelvin et Greenhill):

A

Tmax | A

S

D))

X . : . L. )
18 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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plide

TORSION : sections ouvertes a parois minces [Ii
i (=

Considérons une section rectangulaire (b>>t,b > 10 t)

Z
P :

—-:I——-— ’-——-[

N 4 v ? - Analogie de la membrane :
: - — o
| S~ - » surface cylindrique (sauf aux
Ef.:a—a b Vs @< Fmax  axtrémités, effets négligés)
A J = en section transversale, cela
- .,<:'€'5'= correspond a I'équilibre d’'un
(_ Tmax cable sous charge uniforme

(comportement parabolique)

19 Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique STl T\
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TORSION : sections ouvertes a parois minces [Ii
i (=

Considérons une section rectangulaire (b>>t, b > 10 t)

b>t Lignes de cisaillement
- > '
TN '
f VAN W\ N
— T : ._“__ [
(E=====l0

R Ay

p 5 >
iy ——= a=——=——=2Gy—= lafctcontrainte|®, ., =G y—
o 5 8h h 8 X 8 max 4 4
, Rt (vol. 3, sect. 6.4)
20 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : sections ouvertes a parois minces [Ii
i (=

Considérons une section rectangulaire (b>>t, b > 10 t)

b>1
< >
TN '
Wr——=c==—H. 2

===L_== =B D =G y—

Y g ! 4 max 754
; lUJ

/\g’tj\

2) On fait ’hypothese (membrane 2 4 - t2

cylindrique) et que le moment de T =21, b = _t@maxb =T =_tGy~-b
. | 3 3 3 A
torsion T vaut le double du volume : 1
3
(vol. 3, sect. 6.3.2, page 113) T=G X J avec J = gbt
21 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : sections ouvertes a parois minces [Ii
i (=

Considérons une section rectangulaire (b>>t, b > 10 t)

b>t
< >
I
TN '
7 7/ A\ ™
: = ] i
R o T
N )I | @ ‘f
©
" < \
. 2D Ad
3) On aune pente maximale sur les B = maX = MX -Gyt
bords, lieu des contraintes t/2 t
maximales : T T
I f— /'// Tmax
Ty = —0U Sachantque Gy =— 1
(répartitionlinéaire des contraintes tangentielles) > V7
22 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : sections ouvertes a parois minces :}[,i
i (=

Comparaison section massive — section ouverte mince :

Section massive Section ouverte mince
T =T, — —T
max -~ A 2
abc T T
r .. =—1t sachantque Gy =—
T J J
To = ————
B 2
phbc 1
_ _ 143
J= b : e ; T=GyJ avec J 3bt
o U I Sl N
= — )
avec b/c >> 10 (=), y=1/3 |
23 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : sections ouvertes a parois minces

Sections ouvertes a parois minces quelconques:

longueur b
be®
3
Concentrations
¢ ‘ de contraintes
E .
g
P4 3 ,.
{ L
) é*- \ &

‘ _ _ ) - "
24 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique P
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TORSION : sections fermées a parois minces

%‘épaissmi
Différence fondamentale de comportement : Beaucoup plus résistante
ala torsion
Section ouverte e Section fermée Aol
- dF\!/
: dF
‘ t
i
dF
(b) dl' =2rdF
J fermée =~ J ouverte
25 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : sections fermées a parois minces

Section unicellulaire de forme quelconque :

Si t petite (courbure ~ nulle)
vis-a-vis des dimensions de la section

v

7 7 = constante sur t

Résoudre avec I'analogie de la membrane
(avec a constant et membrane peu bombée)

i
-}

[

ANNANNNNN

y

%
// tmodéré Cpetit
7

]

: _ _ ) - "
26 Cours du 3°M¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mecanique (”l-Q
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TORSION : sections fermées a parois minces

cellule/

) Epaisseur
e —
(G ;

o 7z \ ligne moyenn
Section fermée a une cellule : _ . :
Si on considere I'équilibre de la
membrane membrane .
V 4a
h t
X Si S est I'abscisse curviligne le long de la

ligne moyenne :

p2 =[fjvds :m—ds = hﬂj

WYY YN\ . . <
TN Ainsi, la fleche a vaut :
N
N $2 % p .Q @
N Coupe xx —= o ds o
Fig. 8.18 Equilibre de la membrane et aire A h m
(membrane selon la ligne moyenne) t
27 Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique -(Pﬂ-
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TORSION : sections fermées a parois minces

Section fermée a une cellule :

=@
membrane = —% — 2G y  torsion
& - 2G y O
ds
. t

ITJ '

N $2 /
N it £,
Coupe xx —# T = ZQ@ — G
Fig. 8.18 Equilibre de la membrane et aire (2. (surface cylindrique)

X . : . L. )
28 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : sections fermées a parois minces

Section fermée a une cellule :

Ainsi, la constante de torsion J vaut :

2
J = 4—“(28 selon Bredt (1876)

t

La pente donne la contrainte tangentielle:

r—g et r——T (7 pour t
t 20t = ™

Le flux de cisaillement est la résultante
des contraintes tangentielles, noté f :

min)

SRR

7

lTJ

2

% Coupe xx —*F

T
Fig. 8.18 Equilibre de la membrane et aire {2. D = f =7tl= E = constante (N/m)

X . : . L. )
29 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : sections fermées a parois minces

Application au cas du TUBE d’épaisseur t << au Rayon R :

Ainsi, la constante de torsion J vaut :

40°
J = selon Bredt (1876)
t ds
‘ t
e =—
t
Ar(R+.)°) ,
j = 2 _2xt(R+-)3~27tR3
2r (R+ L) 2
t 2
30 Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique -(Pﬂ-
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TORSION : sections - synthese

T
: —Tr
En torsion L, Q
ne jamais oublier T
'importance de 7=1 3t
la forme de la section ! T
2

X : : : L )
31 Cours du 3*™m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : synthese T=GJy avec y=——*

Ssmes S5 prvies

fnds aets
= -
A 1 A 157
N b | =l Y ol o bl ¥ Ll
| o | EWE r T_\Eu ik I‘ == e M ‘ " pheeﬁ ik J == i *erlﬁ pheeﬂ
mﬁ’m-'a lignenw)mﬂ@' = = hgnem}'m—w-@' 7 =
7Z'R4 — tL — t2
T=Gl y avec | = 403 — P —

p p a=— < =Gy—

2 T=2Q¢=Gy s 8h ¢ X 4

T i

et r=—r avec r,=—R t bt3

| | t
P P o T e T=GJy avec J=—

et r=-=—— si"t" petit = r =cte 3

t 20t
T
et Tmax = j ,
ax I b | zt-
3
7 =Gy =f(T,b/c,afy) J
X . . . , . )
32 Cours du 3°™me semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (P
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? |

TORSION : Plusieurs cellules adjacentes

Probleme hyperstatique de d° (n-1), n étant le nombre de cellules

— =

Bonne approximation : en calculant avec la plus
grande des cellules et en négligeant les parois internes

Les flux de cisaillement concourants
sont en équilibre :

@ (b) x// Z fnoeud = O

h fa
Fig. 8.20 Relation entre les flux : (a) poutre multicellulaire ; (b) nceud A isolé et flux.

(analogie hydrodynamique)

X . . . , . )
33 Cours du 3°™me semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : ¢l ﬂ-Q
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TORSION : sections fermeées

Exemple du pont de St Nazaire (France)

: , : : S )
Cours du 3°™M¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique -(”\Q
Dr E. Davalle des solides - LSMS
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TORSION : sections fermeées

Entretoisement, pourquoi? :

/ = |
i ] &2

On veut conserver laforme de la section
(théorie de St-Venant, section tourne en bloc!)

Entretoises ou diaphragmes

X . : . L. )
35 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : sections fermeées

Exemples d’entretoisement ou de raidissement

X . . . , . )
36 Cours du 3°™me semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (P
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TORSION : sections composees

En torsion, différentes formules :

Systeme

J section droite, type massif d’entretoises ou de diaphragmes

[ section droite, type ouvert

O section droite, type ferme

Nouvelles formul lcom ition . : A
ouvelles formules si compositio Flg. 8.22 Section composée.

X . . . .. )
37 Cours du 3°me semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique I CPAN
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TORSION : sections composees de type quelconque

a) Equilibre statique :

T=T+T,

Hyperstaticité de d°1

b) Cinématique (rotation en bloc) :

X=X1= X2

- i c) Loi constitutive (Hooke) :
Fig. 8.22 Section composée.

T=Gly 0,=Gnpnyu T,=GJ,

X . : . L. )
38 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : sections composees de type quelconque

T=T+T, et y=x1 =%
T :E@X= GJ, v, +GJ, 7,

=&J, X +&J X

Hyperstaticité de d°1

J=1J,+1J,
de meme,
T b
GJ GJ, GJ,
Fig. 8.22 Section composée.
J J
=—T T,=—=T
J J
39 Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : section ouverte en multi rectangles

maxi J I J I
i
40 Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (Pﬂ-Q
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TORSION : section fermee a paroi d’epaisseur modérée

On est dans une situation de superposition :

Section fermée plan ( 8.7.2) + section rectangulaire mince ( 8.6.1)
b>t
RN ¥
e ja-

iR

- Y 5
e de simulation en mécani (PrL
41 Cours du 3°M¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mecanique e ke -
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TORSION : section fermee a paroi d’epaisseur modérée

] ; :
| o5 t
itz | i |
: = I t ouvert (0) |
i3 | i b |t fermé (f) 3| + [0 s () I
EA. “td :;:; t .
— el L 4 |
frcal a . E
I 5 - > -
4Q2 J = Jf + ‘JO
J — ! 1
~~thhhs-————- 3
¢ | |l e -
| L Ty 3
t el | |
T = Tf =+ To
42 Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mecanique (Pﬂ-Q
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TORSION : section fermee a paroi d’epaisseur modérée

Application a une section de pont en caisson creux

A e S T S A T S T
i o

e 4 -
. o "
O R s
g ..&;. ' "P
- T
oo " o]
l: f’_
+
A |
ta; A
ol r

0 t

X . : . L. )
43 Cours du 3*™m® semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique : (l ﬂ-Q
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TORSION : section fermee a paroi d’epaisseur modéreée

1) Calcul sans tenir compte de 2) Calcul en tenant compte de
I’épaisseur des parois (t concentrée a la I’épaisseur des parois (section
ligne moyenne) composée)
O acceptable si t mince 0 ~ exact
O sinon approximation !!! O contraintes plus précises,
Q calcul simplifié surtout dans paroi d’épaisseur
modérée
44 Cours du 3°™e semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique (Pﬂ-Q
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TORSION : Poutre composee de deux materiaux

— mat. b Iy mat. b
Ya =7p | g
SRR BRI AR i s
G mat. a
m=—2 coefficient d'équivalence i
b (a) (b)
Fig. 8.27 Sections de poutres composées de deux matériaux a et b :
T — T + T (a) ouverte ; (b) fermée (ailes saillantes négligées).
Section ouverte Section fermée
1
Gl =G,J, +GyJ, =G, (J, +— J b) =G, J Leflux=f =zt =7t  (fomues2y
1 2
J =3, 42, g - 42 - ot
~a m o a a
~a ds ds J
T t T t —+Mj||— ~ 2
Tmaxa J a Tmaxb = mJ b S ta S tb
~a ~a
Cours du 3°m¢ semestre bachelor Laboratoire de simulation en mécanique -(Pﬂ-
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Exemple de rupture d’ouvrage

Pont de Tocama
(USA, 1940)

L=

Novembre 1940
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Exemple de rupture d’ouvrage

Nouveau pont de Tocama
(USA, 1950)
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